
ISSN 2224-5227 
 

 2016  4 

 

 

 

   

  ҚАЗАҚСТАН РЕСПУБЛИКАСЫ 
 ҰЛТТЫҚ ҒЫЛЫМ АКАДЕМИЯСЫНЫҢ 

 БАЯНДАМАЛАРЫ 
  
 ДОКЛАДЫ 
 НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК 
 РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН 
                            

 REPORTS  
 OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES  
 OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

 

 

 

 
  
 
 
 
 
 ЖУРНАЛ 1944 ЖЫЛДАН ШЫҒА БАСТАҒАН  

 ЖУРНАЛ ИЗДАЕТСЯ С 1944 г. 

                               PUBLISHED SINCE 1944 

 

 

   

 

   



Доклады Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
2  

ҚАЗАҚСТАН РЕСПУБЛИКАСЫ 

ҰЛТТЫҚ ҒЫЛЫМ АКАДЕМИЯСЫНЫҢ 

БАЯНДАМАЛАРЫ                                                                         2016  4 
 

Б а с  р е д а к т о р  
ҚР ҰҒА академигi М.Ж. Жұрынов 

 
Р е д а к ц и я   а л қ а с ы: 

 

 
хим.ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Əдекенов С.М.  (бас редактордың орынбасары), эк.ғ. 
докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Əділов Ж.М., мед. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі 
Арзықұлов Ж.А., техн. ғ.докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Бишімбаев У.К., а.-ш.ғ.докторы, 
проф., ҚР ҰҒА академигі Есполов Т.И., техн. ғ.докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Мұтанов Г.М., 
физ.-мат.ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Өтелбаев М.О., пед. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА 
академигі Пралиев С.Ж., геогр.ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Северский И.В.; тарих.ғ. 
докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Сыдықов Е.Б., физ.-мат.ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі 
Тəкібаев Н.Ж., физ.-мат.ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА академигі Харин С.Н., тарих ғ. докторы, 
проф.,ҚР ҰҒА корр. мүшесі Əбүсейітова М.Х., экон. ғ.докторы, проф., ҰҒА корр. мүшесі 
Бейсембетов И.К., биол. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Жамбакин К.Ж., тарих ғ. 
докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Кəрібаев Б.Б., мед. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі 
Локшин В.Н., геол.-мин. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Өмірсеріков М.Ш., физ.-мат. ғ. 
докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Рамазанов Т.С., физ.-мат. ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. 
мүшесі Садыбеков М.А., хим.ғ. докторы, проф., ҚР ҰҒА корр. мүшесі Сатаев М.И.; ҚР ҰҒА 
құрметті мүшесі, а.-ш.ғ.докторы, проф. Омбаев А.М. 
 
 
 

Р е д а к ц и я    к е ң е с і: 
 

Украинаның ҰҒА академигі Гончарук В.В. (Украина), Украинаның ҰҒА академигі Неклюдов 
И.М.  (Украинa), Беларусь Республикасының ҰҒА академигі Гордиенко А.И. (Беларусь), Молдова 
Республикасының ҰҒА академигі Дука Г. (Молдовa), Тəжікстан Республикасының ҰҒА академигі 
Илолов М.И.  (Тəжікстан), Қырғыз Республикасының ҰҒА академигі Эркебаев А.Э.  
(Қырғызстан), Ресей ҒА корр.мүшесі Величкин В.И. (Ресей Федерациясы); хим.ғ.докторы, 
профессор Марек Сикорски (Польша), тех.ғ.докторы, профессор Потапов В.А.  (Украина), 
биол.ғ. докторы, профессор Харун Парлар (Германия), профессор Гао Энджун (КХР), филос. 
ғ.докторы, профессор Стефано Перни (Ұлыбритания), ғ.докторы, профессор Богуслава Леска 
(Польша), философия ғ. докторы, профессор Полина Прокопович (Ұлыбритания), профессор 
Вуйцик Вольдемар (Польша), профессор Нур Изура Удзир (Малайзия), д.х.н., профессор Нараев 
В.Н.  (Ресей Федерациясы) 
 
 
 
 
 
   

  



ISSN 2224–5227                                                                                                                               № 4. 2016  
 

 
3 

ДОКЛАДЫ                                                                                 2016 4 
НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК 

РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН 

 
Г л а в н ы й    р е д а к т о р  

академик НАН РК М.Ж. Журинов 

Р е д а к ц и о н н а я    к о л л е г и я: 

доктор хим. наук, проф., академик НАН РК С.М. Адекенов (заместитель главного редактора), 
доктор экон. наук, проф., академик НАН РК Ж.М. Адилов, доктор мед. наук, проф., академик 
НАН РК Ж.А. Арзыкулов, доктор техн. наук, проф., академик НАН РК В.К. Бишимбаев, доктор 
сельскохоз. наук, проф., академик НАН РК Т.И. Есполов, доктор техн. наук, проф., академик НАН 
РК Г.М. Мутанов, доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК М.О. Отелбаев, доктор пед. 
наук, проф., академик НАН РК С.Ж. Пралиев, доктор геогр. наук, проф., академик НАН РК И.В. 
Северский; доктор ист. наук, проф., академик НАН РК Е.Б. Сыдыков, доктор физ.-мат. наук, 
проф., академик НАН РК Н.Ж. Такибаев, доктор физ.-мат. наук, проф., академик НАН РК С.Н. 
Харин, доктор ист. наук, проф., чл.-корр. НАН РК М.Х. Абусеитова, доктор экон. наук, проф., чл.-
корр. НАН РК И.К. Бейсембетов, доктор биол. наук, проф., чл.-корр. НАН РК К.Ж. Жамбакин, 
доктор ист. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Б.Б. Карибаев, доктор мед. наук, проф., чл.-корр. НАН 
РК В.Н. Локшин, доктор геол.-мин. наук, проф., чл.-корр. НАН РК М.Ш. Омирсериков, доктор 
физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. НАН РК Т.С. Рамазанов, доктор физ.-мат. наук, проф., чл.-корр. 
НАН РК М.А. Садыбеков, доктор хим. наук, проф., чл.-корр. НАН РК М.И. Сатаев; почетный 
член НАН РК, доктор сельскохоз. наук, проф., А.М. Омбаев  
  
 

Р е д а к ц и о н н ы й  с о в е т: 
 

академик НАН Украины Гончарук В.В. (Украина), академик НАН Украины И.М. Неклюдов 
(Украинa), академик НАН Республики Беларусь А.И.Гордиенко (Беларусь), академик НАН 
Республики Молдова Г. Дука (Молдовa), академик НАН Республики Таджикистан М.И. Илолов 
(Таджикистан), член-корреспондент РАН Величкин В.И. (Россия); академик НАН Кыргызской 
Республики А.Э. Эркебаев (Кыргызстан), д.х.н., профессор Марек Сикорски (Польша), д.т.н., 
профессор В.А. Потапов (Украина), д.б.н., профессор Харун Парлар (Германия), профессор Гао 
Энджун (КНР), доктор философии, профессор Стефано Перни (Великобритания), доктор наук, 
профессор Богуслава Леска (Польша), доктор философии, профессор Полина Прокопович 
(Великобритания), профессор Вуйцик Вольдемар (Польша), профессор Нур Изура Удзир 
(Малайзия), д.х.н., профессор В.Н. Нараев (Россия) 
 
 
 
 
«Доклады Национальной академии наук Республики Казахстан» ISSN 2224-5227 
Собственник: Республиканское общественное объединение «Национальная академия наук Республики Казахстан»                  
(г. Алматы) 
Свидетельство о постановке на учет периодического печатного издания в Комитете информации и архивов 
Министерства культуры и информации Республики Казахстан №5540-Ж, выданное 01.06.2006 г. 
Периодичность: 6 раз в год. Тираж: 2000 экземпляров 
Адрес редакции: 050010, г.Алматы, ул.Шевченко, 28, ком.218-220, тел. 272-13-19, 272-13-18  
 http://nauka-nanrk.kz.    reports-science.kz 
Адрес типографии: ИП «Аруна», г.Алматы, ул.Муратбаева, 75       
 

©Национальная академия наук Республики Казахстан, 2016 г.  
 

 

 



Доклады Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
4  

REPORTS                                                                                   2016  4 
OF NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES OF THE  

REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 

 
E d i t o r-i n-c h i e f 

M.Zh. Zhurinov, academician of NAS RK  

Editorial board:  
 

S.M. Adekenov (deputy editor in chief), Doctor of Chemistry, prof., academician of NAS RK; Zh.M. 
Adilov, Doctor of Economics, prof., academician of NAS RK; Zh.A. Arzykulov, Doctor of Medicine, 
prof., academician of NAS RK; V.K. Bishimbayev, Doctor of Engineering, prof., academician of NAS 
RK; T.I. Yespolov, Doctor of Agriculture, prof., academician of NAS RK; G.M. Mutanov, Doctor of 
Physics and Mathematics, prof., academician of NAS RK; M.O. Otelbayev, Doctor of Physics and 
Mathematics, prof., academician of NAS RK; S.Zh. Praliyev, Doctor of Education, prof., academician of 
NAS RK; I.V. Seversky, Doctor of Geography, prof., academician of NAS RK; Ye.B. Sydykov, Doctor 
of Historical Sciences, prof., academician of NAS RK; N.Zh. Takibayev, Doctor of Physics and 
Mathematics, prof., academician of NAS RK; S.N. Kharin,  Doctor of Physics and Mathematics, prof., 
academician of NAS RK; M.Kh. Abuseitova, Doctor of Historical Sciences, prof., corr. member of NAS 
RK; I.K. Beisembetov, Doctor of Economics, prof., corr. member of NAS RK; K.Zh. Zhambakin, 
Doctor of Biological Sciences, prof., corr. member of NAS RK, B.B. Karibayev, Doctor of Historical 
Sciences, prof., corr. member of NAS RK; V.N. Lokshin, Doctor of Medicine, prof., corr. member of 
NAS RK; M.Sh. Omirserikov, Doctor of Geology and Mineralogy, prof., corr. member of NAS RK; T.S. 
Ramazanov, Doctor of Physics and Mathematics, prof., corr. member of NAS RK; M.A. Sadybekov, 
Doctor of Physics and Mathematics, prof., corr. member of NAS RK; M.I. Satayev, Doctor of Chemistry, 
prof., corr. member of NAS RK; A.M. Ombayev, Honorary Member of NAS RK, Doctor of Agriculture, 
prof. 
 

Editorial staff: 
 

V.V. Goncharuk, NAS Ukraine academician (Ukraine); I.M. Neklyudov, NAS Ukraine academician 
(Ukraine); A.I.Gordienko, NAS RB academician (Belarus); G. Duca, NAS Moldova academician 
(Moldova); M.I. Ilolov NAS Tajikistan academician (Tajikistan); A.E. Erkebayev, NAS Kyrgyzstan 
academician (Kyrgyzstan); V.I. Velichkin, RAS corr.member (Russia); Marek Sikorski, Doctor of 
Chemistry, prof. (Poland); V.A. Potapov, Doctor of Engineering, prof. (Ukraine); Harun Parlar, Doctor 
of Biological Sciences, prof. (Germany); Gao Endzhun, prof. (PRC); Stefano Perni, Doctor of 
Phylosophy, prof. (UK); Boguslava Leska, dr, prof. (Poland); Pauline Prokopovich, Doctor of 
Phylosophy, prof. (UK); Wójcik Waldemar, prof. (Poland), Nur Izura Udzir, prof. (Malaysia), V.N. 
Narayev, Doctor of Chemistry, prof. (Russia) 

 
Reports of the National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan.  
ISSN 2224-5227 
Owner: RPA "National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan" (Almaty) 
The certificate of registration of a periodic printed publication in the Committee of Information and Archives of the Ministry of 
Culture and Information of the Republic of Kazakhstan N 5540-Ж, issued 01.06.2006 
Periodicity: 6 times a year 
Circulation: 2000 copies 
Editorial address: 28, Shevchenko str., of.219-220, Almaty, 050010, tel. 272-13-19, 272-13-18,  
http://nauka-nanrk.kz /     reports-science.kz 
Address of printing house: ST "Aruna", 75, Muratbayev str, Almaty 

 
                                                                                               © National Academy of Sciences of the Republic of Kazakhstan, 2016 
  



Доклады Национальной академии наук Республики Казахстан  
  

   
26  

REPORTS OF THE NATIONAL ACADEMY OF SCIENCES  
OF THE REPUBLIC OF KAZAKHSTAN 
ISSN 2224-5227 
Volume 4, Number 308 (2016), 26 – 30 
 
UDC 517.958:532.546 
 

A.A. Kudaikulov1*, C. Josserand2, A. Kaltayev1 

 

1Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan, 2Sorbonne Universit'es, Institut D'Alembert,  
CNRS and UPMC UMR 7190, 4 place Jussieu, 75005 Paris, France 

*e-mail: aziz.kudaikulov@gmail.com 
 

NUMERICAL INVESTIGATION OF FINGERING  
PATTERN FORMATION DURING THE FLOW  

OF TWO IMMISCIBLE FLUIDS IN A CHANNEL 
 

Abstract. In this paper we numerically investigated the fingering pattern formation in the unstable interface 
between two immiscible fluids during the flow in the channel. The relation between finger width and capillary 
number is investigated in this paper, and compared with work [6]. Also in this work the transition from rivulet-type 
finger to wedge-shaped finger is investigated for different values of surface tension. All numerical calculations are 
performed using Gerris program [7]. 

Keywords: flow of two immiscible fluids, contact line, contact angle, capillary number, fingering pattern, slip 
boundary condition, volume-of-fluid (VOF) method.  

 
Introduction. Two immiscible fluids flow can be found in many different situations; some cases in 

which it plays a central role are the spreading of adhesives, the flowing of lubricants into inaccessible 
locations, the coating of solid surfaces with a thin uniform layer of liquid, the displacement of oil by water 
through a porous medium, etc. One of the phenomena which occurs in the two immiscible fluids flow is 
the fingering pattern formation in the interface between fluids. This phenomenon can be observed in the 
pressure-driven flow of two immiscible fluids in a channel (see fig. 1). The experiment [1] shows that 
even if the interface between fluids is initially straight, it quickly deforms, resulting in the formation of 
finger-like structures. The instability leading to this pattern is referred to as fingering instability. Two 
types of fingering shape can be observed in the experiment: wedge-shaped finger and rivulet-type finger 
(see fig. 1). Formation of fingering pattern can result in poor quality of coating or reducing oil production 
by water displacement in porous medium, so investigation of fingering instability is important for 
practical applications. There are exist many quantitative models of this phenomenon and one of the most 
popular is the thin-film flow down an inclined plane [6]. In this model the linear stability analysis is 
employed for lubrication-type equations to describe evolution of small perturbations in the interface 
between two immiscible fluids and this model can’t be used for large deformation of the interface. 
Nevertheless, this model can estimate the finger width of rivulet-type finger (see fig. 1). The finger width 
depends on the capillary number: 

 3

1

~


 Cahhh fingerlayer , (1) 

 
where Ca  is the capillary number. It’s the ratio between viscous force and surface tension force: 

 


 CLU
Ca  ,  (2) 

where CLU  is the contact line velocity. In this paper we numerically investigated the fingering pattern 

formation in the unstable interface between two immiscible fluids for flow in the channel. The relation 
between finger width and capillary number is investigated in this paper, and compared with (1). Also in 
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this work the transition from rivulet-type finger to wedge-shaped finger is investigated for different values 
of surface tension, and showed that the rivulet-type finger occurs only when [5]: 

 13

1




tgCaC . (3) 

All numerical calculations are performed using Gerris program [7]. 

 
 

Figure 1 – Fingering patterns in the interface between two immiscible fluids: a) wedge-shaped finger, b) rivulet-type finger 
 
 Formulation of the problem. We numerically solved the Navier-Stokes equations for 

incompressible, two immiscible, viscous fluids flow in 2D channel: 

 )2()( Epuu
t

u 





, (4) 

 )(
2

1 T
uuE  , (5) 

 0 u , (6) 

 0)( 



u
t


, (7) 

 21 )1(  FF  , (8) 

 21 )1(  FF  , (9) 

where F  is the parameter that identify a given fluid i ( i =1 or 2) is present at a particular location x : 

 





,0

,1
F

ifluidinnotisxif

ifluidinisxif
 (10) 

If we substitute the equation (6) into the equation (5), we have that: 

 0



Fu
t

F
. (11) 

In order to find the shape and location of the interface between the two fluids, we use the volume-of-
fluid method [3] and advect this interface using equation (11).  Equations (4, 6 and 11) are numerically 
solved using the projection method on non-staggered grid [4] and the following boundary conditions were 
used (see fig. 1): 

 1) Inlet boundary condition: 

 ,0



x

uin  (12) 

 ,0inv  (13) 

 .1inp  (14) 

 2) At the walls of the channel: 
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 ,
n

u
uw




   (15) 

 0wv , (16) 

 ,0



y

pw  (17) 

where   is the slip length and n  is the normal vector to the wall. Here we used the Navier slip 
boundary condition instead of no-slip boundary condition to avoid viscous stress singularity at the contact 
line [2]. 

3) At the interface between two fluids – S: 

   ,0Su  (18) 

   knEnp S   2 , (19) 

 nk  , (20) 

  SS tnEt  ]2[ , (21) 

where   is the surface tension, k  is the curvature of the interface - S , n  is the normal to the interface - 

S , and t  is the tangent vector to the interface - S .  
 4) Outlet boundary condition: 

 ,0



x

uout  (22) 

 ,0outv  (23) 

 0outp . (24) 

Results. The steady state solution of the equations (4, 6) with boundary conditions at the walls of the 
channel (15 - 17) and with boundary conditions at the interface between the two fluids (18 - 21) can be 
obtained by neglecting the viscous force on the interface between the two fluids (21): 

 )
2

(
22

h
yh

L

ppp
u coutin 





 , (25) 

where cp  is the capillary pressure. The value of capillary pressure can be obtained from Young-Laplace 

equation and for 2D case (see fig. 1): 

 
h

pc

 cos
 . (26) 

The average value of (25): 

 )
3

(
2

0 h
h

L

ppp
u c 





 . (27) 

In this work we numerically validated the relation (1) for rivulet-type finger. To validate this relation, 
we consider two cases: in the first case, the pressure difference between the ends of the channel is 
constant, but the surface tension of the interface between two immiscible fluids is changed, and in the 
second case, the surface tension is constant, but the pressure difference is changed. In the first case, the 
velocity along the center line of the channel is linear depends on the surface tension (25, 26). Since the 
contact angle -   (see fig. 1) depends on the capillary number [2]: 

 3

1

~ Ca , (28) 
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ҚАНАЛДАҒЫ ЕКІ АРАЛАСПАЙТЫН СҰЙЫҚТАРДЫҢ АҒЫСТА САУСАҚ ТƏРІЗДІ 
АҒЫС ФОРМАСЫНЫҢ ПАЙДА БОЛУ ПРОЦЕСІНІҢ САНДЫҚ ЗЕРТТЕУІ 

 
Аннотация. Осы жұмыста қаналдағы екі араласпайтын сұйықтардың ағыста саусақ тəрізді ағыс 

формасының пайда болуы сандық зерттелген, атап айтқанда саусақ формасының ені мен капиллярлық сан 
арасындағы байланыс зерттелінген, жəне алынған нəтижелер басқа жұмыстармен салыстырылған [6]. 
Барлық есептеулер Gerris бағдарламасы арқылы жасалған [7]. 

Түйін сөздер: екі араласпайтын сұйықтардың ағыны, түйіскен сызық, түйіскен бұрыш, капиллярлық 
сан, саусақ тəрізді ағыс формасының пайда болуы, сырғанақ шекаралық шарт, сұйық көлем əдісі. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА ПАЛЬЦЕОБРАЗОВАНИЯ  

ПРИ ТЕЧЕНИИ ДВУХ НЕ- СМЕШИВАЮЩИХСЯ ЖИДКОСТЕЙ В КАНАЛЕ 
 
Аннотация. В данной работе численно исследован процесс пальцеобразования при течении двух несме-

шивающихся жидкостей в канале, а именно исследована связь между шириной пальцеобразования и капил-
лярным числом и результаты сравнены с работой [6]. Также в данной работе исследованы процессы 
перехода из ручейного вида в клиновидный вид пальцеобразования для различных значений коэффициента 
поверхностного натяжения. Все численные расчеты проводились с помощью программы Gerris [7]. 

Ключевые слова: течение двух несмешивающихся жидкостей, контактная линия, контактный угол, 
капиллярное число, пальцеобразование, граничное условие проскальзывания, метод объема жидкости. 
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